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RESUMEN 
 
La investigación tuvo como objetivo construir toros de revolución, a partir de curvas planas y 
espaciales, con curvatura no constante o torsión no nula, utilizando el mathematica. Para ello en 
el toro clásico se probó la existencia de lemniscatas de Bernoulli inscrita en una circunferencia, 
con una hoja perfil de la lemniscata se procedió a construir nuevos toros. También a partir de las 
curvas del ocho inscritas en una circunferencia se procedió a construir toros de revolución 
usando una hoja perfil de la curva del ocho. Estas curvas de la lemniscata y la curva del ocho 
tienen curvatura no constante y torsión nula. Luego se construyó curvas espaciales a partir del 
toro lemniscático las cuales tienen un carácter especial puesto que estas curvas tienen curvatura 
no constante y torsión no nula, lo que permitió construir nuevos toros de revolución. También se 
análizó la simetria de las curvas proyectadas en los planos. 
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ABSTRACT 
 
The research aimed to build bulls of revolution, from flat and spatial curves, with non-constant 
curvature or non-zero torsion, using the mathematica. For this, in the classic bull, the existence 
of Bernoulli lemniscatas was proven inscribed in a circumference, with a profile sheet of the 
lemniscate, new bulls were built. Also from the curves of the eight inscribed in a circle 
proceeded to build bulls of revolution using a profile sheet of the curve of eight. These curves of 
the lemniscate and the curve of eight have non-constant curvature and zero torsion. Then spatial 
curves were constructed from the lemniscmatic bull, which have a special character since these 
curves have non-constant curvature and no null torsion, which allowed to build new bulls of 
revolution. The symmetry of the projected curves in the planes was also analyzed. 
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CAPÍTULO I 
Marco referencial 
 
1.1 INTRODUCCIÓN 
 
Cuando uno comienza sus estudios universitarios en particular en la facultad de 
ciencias, uno de los cursos que es obligatorio es geometría analítica, ya sea desde el punto de 
vista cartesiano o vectorial. En ambos casos se estudia la parametrización de curvas y 
superficies, una de las superficies es el toro de revolución que es ampliamente conocido no por 
que tenga cuernos, si no por que proviene del término latín Torus, que significa armella, 
morecillo, bosel o dónut, en forma de una rosquilla. Matemáticamente esta se genera al hacer 
girar una circunferencia  alrededor de una recta la cual no debe darse ninguna intersección. Se 
planteó encontrar curvas que no sean circunferencias para generar toros de revolución, 
indudablemente pareciera estar planteándose una cuestión que no tiene respuesta inmediata. 
El informe para poder responder el problema planteado se da en cinco capítulos. En el 
primer capítulo, se detalla los puntos en evidencia para trazar nuestra tesis. En el segundo 
capítulo se presenta las cuestiones preliminares que nos permitan abordar el problema. En el 
tercer capítulo se hace el estudio de toros construidos a partir de lemniscatas, las cuales 
provienen de los Óvalos de Cassini, para ello primero se probó la presencia de Lemniscatas en 
los toros de revolución, para luego definirlos los toros en forma particular y luego generalizarlos 
y también construir curvas especiales a partir de estos toros, como consecuencia de estos se 
observaron proyecciones de curvas planas las cuales tienen simetría ya sea con el eje X, eje Y , 
eje Z, u el origen de coordenadas. El capítulo cuatro versa sobre toros construidos a partir de 
curvas del ocho, también se construyen curvas especialeslas cuales se proyectan a los planos 
analizando su simetría que hay respecto a los ejes. En el capítulo cinco se construye toros a 
partir de curvas espaciales que tienen curvatura no constante y torsión no nula. 
Desde el punto de vista metodológico el software MATHEMATICA, en la investigación 
jugó un papel preponderante, puesto nos permitió hacer la simulación en tiempo real, y también 
hacer cálculo simbólicos en un espacio de tiempo relativamente corto. Por último, se espera que 
los que lean este informe sea de una manera crítica constructiva y si es posible aplicar el método 
para generar superficies conocidas a partir de curvas no convencionales en la generación de esas  
superficies en cuestión. 
Los autores 
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1.2 OBJETIVOS 
 
1.2.1 Objetivo general 
 
Construir toros de revolución, a partir de curvas planas y espaciales, con curvatura no 
constante o torsión no nula, utilizando el mathematica. 
1.2.2 Objetivos específicos 
 
 Construir toros de revolución a partir de Lemniscatas de Bernoulli y la curva del 
Ocho inscritas en una circunferencia. 
 
 Describir las curvas Lemniscata y la curva del Ocho mediante sus ecuaciones 
paramétricas. 
 Analizar los toros de revolución a partir de lemniscatas de Bernoulli. 
 Analizar los toros de revolución a partir de curvas el ocho. 
 Estudiar los toros de revolución a partir de curvas espaciales con curvatura no 
constante y torsión no nula. 
 Graficar con el Mathematica las ecuaciones obtenidas en la construcción de los 
toros de revolución. 
 
1.3 ANTECEDENTES 
 
Antecentes Internacionales 
 
 Iglesias, R. Velezmoro and R. Ipanaque, en su artículo Parameterization of Some 
Surfaces of Revolution Through Curvature-Varying Curves: A Computational Analysis 
(2013).  
Describe un análisis computacional de varias parametrizaciones de una superficie de 
revolución. La idea es generar la parametrización de la superficie utilizando diferentes 
curvas (no necesariamente planas) con curvatura variable. La aproximación al caso 
práctico de obtener la parametrización de un toro a través de diferentes curvas planas 
distintas de los círculos, como los lemniscados planares. El análisis también se extiende 
al interesante caso de curvas no planas. Nuestro trabajo se basa en el uso intensivo de 
16 
 
Mathematica, un poderoso sistema computacional muy bien adaptado para cálculos 
simbólicos, mientras que también proporciona valiosas opciones numéricas y gráficas, 
una interfaz gráfica fácil de usar y un lenguaje de programación compacto y eficiente. 
Todos los cálculos en este documento se han realizado con Mathematica v8.0. 
 
 A. Iglesias, R. Velezmoro and R. Ipanaque. Parameterizations of some Surfaces of 
Revolutions Through Curvature-Varying Curves:A Computational Analysis. 
International Journal of Hybrid Information Technology Vol 6, No. 4, 2013. Aparte de 
tener la idea tradicional de generar el toro dice: en este documento estamos interesados 
en ir mas allá y analizar las siguientes preguntas relacionadas: 
1. ¿Hay curvas planas (que no sean circunferencias) que puedan generar un toro como 
superficie de revolución? 
2. ¿Hay curvas no planas que puedan generar un toro como superficie de revolución? 
3. Si se mantiene 1 y 2, ¿Cómo son las curvas toroidales aplicando el resultado a la 
parametrización en curvas lineales? 
4. Si tales curvas toroidales se proyectan a los planos coordenados, ¿Es posible encontrar 
algún tipo de simetría en estas curvas proyectadas? 
En este presente proyecto de tesis se hará un estudio exhaustivo, acerca de la 
construcción de los toros y también se tendrá en cuenta algunas caracterizaciones 
geométricas de las curvas generadoras como de la misma superficie en cuestión. 
 
1.4 JUSTIFICACIÓN 
 
El gran colisionador de Hadrones (LHC), cuyo rasgo más distintivo es un anillo subterráneo 
de 27 kilómetros de circunferencia de por el que circulan partículas a velocidades cercanas a 
la de la luz, es el mayor y más potente acelerador del mundo. Su objetivo es hacer circular 
partículas en sentidos opuestos para ocasionar colisiones super energéticas. Este 
colisionador tiene una en esencia la forma de un dónut (rosquilla), que el albur matemático 
se llama toro de revolución. El toro de revolución es una de las superficies de revolución 
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mas intrigantes, útiles y emocionantes en geometría intuitiva, el toro es una superficie 
bidimensional que se asemeja a una cámara inflada de un neumático. Esta forma particular 
tiene muchas aplicaciones prácticas en campos tales como matemáticas, gráficos por 
computadora, electromagnetismo, ciencia nuclear y muchos otros. La gama de aplicaciones 
del toro va mucho más allá de su aparente similitud en su forma. Esto justifica el interés en 
explorar la parametrización de un toro desde una perspectiva computacional, la motivación 
real del presente proyecto de tesis. Matemáticamente hablando, un toro T es una superficie 
de revolución generada al girar una circunferencia C en el espacio tridimensional ℝ3 
alrededor de un eje L, los cuales se encuentran en un mismo plano. 
Aparece un caso degenerado cuando el eje L es un diámetro de la circunferencia C, en este 
caso simplemente se genera una superficie esférica (ver [1-3] para más detalles). Un toro de 
revolución puede definirse fácilmente paramétricamente de una manera tradicional: para 
ello se considera una parametrización de una circunferencia con respecto a un sistema de 
referencia en ℝ3, y luego aplicar una matriz de rotación para obtener dicha parametrización 
[4]. En esta tesis, estamos interesados en ir mas allá y analizar la siguiente pregunta 
relacionada: ¿Hay curvas planas o espaciales (que no sean circunferencias) que puedan 
generar un toro como una superficie de revolución? En este proyecto de tesis se trata de 
responder esa pregunta siguiendo un nuevo enfoque. El proyecto hará uso intensivo del 
Mathematica, el cual es un poderoso sistema computacional muy adecuado para cálculos 
simbólicos [5]. 
1.5 MÉTODO 
 
La investigación a desarrollar es de tipo descriptivo, con un enfoque cualitativo puesto que 
es una categoría de diseño de investigación de la cual se extraerá descripciones a partir de 
observaciones de experimentos computacionales. 
Los pasos a seguir serán: 
18 
 
1. Obtener las referencias bibliográficas que contienen algunos temas relevantes para la 
investigación. 
2. Cambiar el contexto de generar superficies de revolución, puesto que con la definición 
tradicional es imposible obtener superficies del modo que se plantea en el presente 
proyecto. 
3. Se usará el software Mathematica para obtener las ecuaciones construidas de los toros 
de revolución. 
4. Se simulará gráficamente con Mathematica y se harán algunas animaciones para 
apreciar en tiempo real como se generan dichas superficies toroidales. 
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CAPÍTULO II 
Preliminares 
 
 
El presente capítulo tiene por finalidad presentar los temas que nos permitan abordar con 
seguridad el capítulo que tiene que ver con la construcción de los toros lemniscáticos y toros 
con curvas del ocho.  
Se trata sucintamente los temas de curvas, triedro de frenet serret, curvatura y torsión para 
objetos tridimensionales etc. 
También se presenta algunos definiciones y conceptos acerca de las superficies tales como, la 
definición de ella misma, campos vectoriales normales, curvas paramétricas básicas que generan 
el mallado normal de la superficie,  curvatura gaussiana la cual nos permitirá hacer algunas 
relaciones entre los toros generados.   
2.1 Definición de curvas en R3 
 
Una curva en ℝ3 es una función diferenciable, la cual está definida en un sub conjunto 𝐼 ⊂ ℝ 
abierto de la recta numérica y tiene como conjunto de llegada a un sub conjunto del espacio 
tridimensional. En terminación conjuntista se escribe de la siguiente manera [2]. 
𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ3/ 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), 𝛼3(𝑡)) 
𝛼𝑖  , 𝑖 = 1,2,3. son llamadas funciones coordenadas. 
2.2 Ejemplos de curvas 
 
2.2.1 Hélice cilíndrica 
Una hélice cilíndrica se define de la siguiente manera 𝛼(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡,
𝑡
4
) como se observa 
esta ecuación es una curva puesto que sus funciones coordenadas son funciones diferenciables. 
20 
 
Su gráfica se muestra a continuación. También tiene esta curva la propiedad de descansar en un 
cilindro recto de radio uno. [2]. 
En lo que sigue del uso del  Mathematica se tendrá en cuenta [6]. 
 
 
Fig 1: La Hélice Circular 
 
1.2.2 Circunferencia 
Una circunferencia la definimos de la siguiente manera 𝛽(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡, 2)  
 
 
Fig 2  La circunferencia 
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2.3 Curvatura y torsión 
 
Si se tiene la curva regular 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ3/ 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), 𝛼3(𝑡)) y queremos saber si 
ella es una curva plana y a la vez espacial necesitamos trabajar con dos medidas matemáticas 
que nos permitan ser contundentes en cuanto a su ubicación en el espacio tridimensional, para 
ello definiremos dos objetos matemáticos la curvatura y torsión.[5] 
2.3.1 Curvatura 
Si se tiene una curva 𝛼: 𝐼 ⊂ ℝ → ℝ3 regular, entonces para medir hasta qué punto la curva se 
aparta de la dirección lineal, debemos usar  la siguiente fórmula [2]. 
𝜅 =
‖𝛼′ × 𝛼″‖
‖𝛼′‖3
 
La ecuación anterior se puede implementar o automatizar con el Mathematica para hacer los 
cálculos de la siguiente manera.  
En primer lugar definimos la norma de un vector 
. 
El miniprograma que permite calcular la curvatura con Mathematica es 
 
Lo aplicamos para hallar la curvatura de la hélice circular. 
 
Análogamente hallamos la curvatura para la circunferencia. 
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2.3.2 Torsión 
 
Si se tiene una curva : I R  R3 regular, entonces para medir hasta qué punto la curva no es 
plana se tiene que usar  la siguiente fórmula. [2] 
𝜏 =
𝛼′ × 𝛼″ ⋅ 𝛼‴
‖𝛼′ × 𝛼″‖2
  
Y con el Mathemática se calcula mediante el siguiente miniprograma 
 
El efecto de esta fórmula para la hélice circular es la siguiente 
 
Análogamente para la circunferencia  
 
En el caso de la hélice circular tenemos que la torsión es diferente de cero, esto significa que las 
curva no descansa en un plano, para la circunferencia el valor cero de la torsión,  nos asegura 
que ella descansa en un plano.  
 
2.4 Triedro Móvil  de Frenet Serret 
 
Según [2], en cualquier curva regular podemos construir un sistema de referencia (Triedro de 
Frenet), esto en algebra lineal significa que es una base ortonormal. 
Para calcular dicho triedro usaremos las siguientes fórmulas  
?⃗? =
𝛼′
‖𝛼′‖
, ?⃗? =
𝛼′ × 𝛼″
‖𝛼′ × 𝛼″‖
 ,     ?⃗? = ?⃗? × ?⃗?  
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La forma de automatizar los cálculos con el Mathemática son las siguientes: 
 
 
 
Para la hélice tenemos los siguientes resultados. 
 
 
 
 
Ahora presentamos al  triedro en un punto específico de la hélice 
 
 
 
 
Graficamos al triedro en un punto específico cuando  𝑡 =
2𝑃𝑖
3
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Fig 3: Triedro Móvil de Frenet Serret para una hélice circular 
 
Ahora mostramos al Triedro Móvil de Frenet Serret junto con la hélice 
 
 
 
Fig 4: La hélice con su triedro de Frenet Serret 
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2.5 Definición de superficie 
 
Según [2]. Un subconjuto 𝑀 ≠ 𝜙, se dice que es una superficie en ℝ3, si para cada punto 𝑝 ∈ 𝑀 
existe  una carta propia dentro de 𝑀 cuya imágen contiene una vecindad de 𝑝 en M  definida 
en un sub conjunto abierto 𝐷 ⊂ ℝ2.  
2.6 Toro de Revolución 
 
Según [9], Consideramos la circunferencia de radio 𝑏 > 0 en el plano 𝑦 = 0, cuyo centro está 
en el punto (𝑎, 0,0) con 𝑎 > 𝑏, si “a” está en la circunferencia la hacemos girar alrededor del eje 
𝑧 , entonces generamos una superficie llamada Toro de Revolución.  
(El significado de la palabra «toro» proviene del vocablo en latín torus, el cual en castellano 
significa «bocel» o «murecillo», que es una moldura redondeada de la basa, con forma de 
hogaza de pan. 
 Muchos objetos cotidianos tienen forma de toro: un dónut, una rosquilla, la cámara de un 
neumático, etc.) 
El siguiente formato en Mathematica nos permite ver la curva perfil que al girar en el eje “z” 
nos dará el toro de revolución. 
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Fig 5: Curva perfil que genera al toro de revolución 
 
Una parametrización regular del toro de revolución viene dada por:  
𝑇𝑜𝑟𝑜[{𝑢, 𝑣}, {𝑎, 𝑏}] = {(𝑎 + 𝑏 cos 𝑣) cos 𝑢, (𝑎 + 𝑏 cos 𝑣) sin 𝑢, 𝑏 sin 𝑢}, 𝑎 > 𝑏 > 0 
Con el Mathematica sería 
 
La gráfica del toro para 𝑎 = 4 ; 𝑏 = 2 lo obtenemos así 
 
 
Fig 6: Toro generado por la curva perfil de la Fig 5 
 
A continuación mostramos el toro junto con su curva perfil 
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Fig 7: Toro de revolución con su curva perfil 
 
Si queremos presentar una animación del toro de revolución con el Mathematica simplemente 
digitamos el siguiente formato: 
 
 
Fig 8: Parte de la animación de toro de revolución 
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2.7 Curvas u-paramétricas y v-paramétricas del toro de revolución 
 
2.7.1 Curvas u-paramétricas  
Según [5], En la ecuación dada del toro si damos un valor fijo para el parámetro 𝑣 = 𝑣0  
obtenemos una curva que depende solamente del parámetro"𝑢" , llamada 𝑢 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎, la 
cual tiene como ecuación a: 
𝛼(𝑢) = 𝑇𝑜𝑟𝑜[{𝑢, 𝑣0}, {𝑎, 𝑏}] 
Con el Mathematica mostramos una familia de estas curvas: 
 
 
 
Fig 9: Curvas u-paramétricas v=v0 
 
2.7.2 Curvas v-paramétricas 
En la ecuación dada del toro si damos un valor fijo para el parámetro 𝑢 = 𝑢0 obtenemos una 
curva que depende solamente del parámetro "𝑣", llamada 𝑣 − 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎, la cual tiene como 
ecuación a: 
𝛽(𝑣) = 𝑇𝑜𝑟𝑜[{𝑢0, 𝑣}, {𝑎, 𝑏}] 
Con el Mathematica mostramos una familia de estas curvas: 
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Fig 10: Curvas v-paramétricas u=u0 
 
Como se puede observar todas estas curvas son circunferencias que tienen la misma curvatura y 
torsión nula. 
2.8 Curvatura Gaussiana  
Si tenemos las ecuaciones paramétricas de una superficie parametrizada 
𝑀: 𝑥 (𝑢, 𝑣) = (𝑥1(𝑢, 𝑣), 𝑥2(𝑢, 𝑣), 𝑥3(𝑢, 𝑣)) 
Y si U es su Campo Vectorial Normal Unitario y S el Operador de Forma entonces la curvatura 
gaussiana se define mediante:  
𝐾 =
|
𝑆(𝑥 𝑢) ⋅ 𝑥 𝑢  𝑆(𝑥 𝑢) ⋅ 𝑥 𝑣 
𝑆(𝑥 𝑣) ⋅ 𝑥 𝑢    𝑆(𝑥 𝑣) ⋅ 𝑥 𝑣  
|
|
𝑥 𝑢 ⋅ 𝑥 𝑢 𝑥 𝑢 ⋅ 𝑥 𝑣
𝑥 𝑣 ⋅ 𝑥 𝑢 𝑥 𝑣 ⋅ 𝑥 𝑣
| 
          
Con el Mathematica queda definido de la siguiente manera: 
Primeramente definimos un vector unitario: 
 
Luego se define el campo vectorial normal unitario a la superficie cuando ésta se da en forma 
paramétrica:  
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Aplicamos el miniprograma anterior para calcular el campo vectorial normal unitario a una 
esfera de radio 1. 
 
A continuación definimos las siguientes funciones y lo aplicamos a la esfera unitaria: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Finalmente definimos la curvatura Gaussiana 
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Y lo aplicamos a una esfera de radio 𝑟 
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CAPÍTULO III 
 Toros construidos a partir de lemniscatas 
 
En geometría la forma de obtener una elipse es mediante el seccionamiento de una 
superficie cónica mediante un plano oblícuo que corte a una sóla rama de la cónica. Para 
obtener su ecuación analíticamente tenemos que partir de la definición formal que dice que la 
ecuación de una elipse es el lugar geométrico tal que la suma de las distancias a dos puntos fijos 
es siempre constante. La lemniscata se obtiene mediante una variante de los Óvalos de Cassini 
que tienen una definición muy similar a la definición de las Elipses, tal como se mostrará 
formalmente a continuación. 
3.1 Definición de Óvalos de Cassini en coordenadas cartesianas 
 
Según [5]. Un Óvalo de Cassini es el lugar geométrico de los puntos tal que el producto de las 
distancias a dos puntos fijos es siempre constante. 
Si tenemos los puntos 𝑃1(− 𝑎, 0) y 𝑃2(𝑎, 0) siendo 𝑎 > 0 y si 𝑐 ≥ 0, entonces de acuerdo a la 
definición de los Óvalos de Cassini y teniendo en cuenta la distancia entre dos puntos  e 
𝑄1(𝑥1, 𝑦1), 𝑄2(𝑥2, 𝑦2)  dado por : 
𝑑(𝑄1(𝑥1, 𝑦1), 𝑄2(𝑥2, 𝑦2)) = ‖𝑄1(𝑥1, 𝑦1) − 𝑄2(𝑥2, 𝑦2)‖ 
Entonces tenemos  
𝑑(𝑃1(−𝑎, 0), 𝑃(𝑥, 𝑦))𝑑(𝑃2(𝑎, 0), 𝑃(𝑥, 𝑦)) = ‖(𝑥, 𝑦) − (−𝑎, 0)‖‖(𝑥, 𝑦) − (𝑎, 0)‖ = 𝑐 
‖(𝑥, 𝑦) − (−𝑎, 0)‖2‖(𝑥, 𝑦) − (𝑎, 0)‖2 = 𝑐2 
Haciendo los cálculos convenientes tenemos 
𝑎4 + (𝑥2 + 𝑦2)2 = 𝑐2 + 2 𝑎2(𝑥2 − 𝑦2) 
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Ahora bien si fijamos el valor de 1a  y si variamos 2 0c   y teniendo presente el uso del 
software Mathematica obtenemos una colección de Óvalos de cassini 
 
 
Fig 11: Óvalos de Cassini 
 
3.2 Definición de lemniscatas en coordenadas Cartesianas 
 
Si en la definición anterior asumimos que 𝑐 = 𝑎2, entonces obtenemos la ecuación de la 
Lemniscata. 
 (𝑥2 + 𝑦2)2 = 2𝑎2(𝑥2 − 𝑦2) 1 
Cuya gráfica se obtiene así 
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Fig 12: Lemniscata de Bernoulli 
 
La siguiente figura muestra como la lemniscata es parte de los Óvalos de Cassini 
 
 
Fig 13: Lemniscata de Bernoulli como caso particular de los Óvalos de Cassini 
 
3.3 Lemniscata  en coordenadas paramétricas 
 
Si en la ecuación (1) hacemos el siguiente cambio 𝑎 =
𝑏
√2
    entonces nos queda  
 (𝑥2 + 𝑦2)2 = 𝑏2(𝑥2 − 𝑦2) (2) 
Con la siguiente parametrización 𝑦 = 𝑥 sin 𝑡 y usando la ecuación (2) arribamos a la siguiente 
ecuación en coordenadas paramétricas de la Lemniscata. 
35 
 
𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠𝑐𝑎𝑡𝑎(𝑡, 𝑏) = (
𝑏 cos 𝑡
1 + sin2 𝑡
,
𝑏 sin 𝑡 cos 𝑡
1 + sin2 𝑡
) 
Graficando la Lemniscata 
 
 
 
Fig 14: Lemniscata de Bernoulli a partir de sus coordenadas paramétricas 
 
Esta lemniscata está inscrita dentro de una circunferencia, tal como lo apreciamos a 
continuación.  
 
 
Fig 15: Lemniscata inscrita dentro de una circunferencia 
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3.4 Presencia de lemniscatas en toros de revolución 
 
En el presente apartado mostraremos en forma inobjetable la presencia de Lemniscatas, para 
ello consideremos una circunferencia de radio "𝑎" cuyo centro se encuentre alejada "2𝑎"  
unidades del origen de coordenada, tal como se muestra en la siguiente Fig 15: 
a
a x
z
 
Fig 16: Circunferencia cuyo centro descansa en el eje X 
 
Al girar la circunferencia de radio "𝑎" alrededor del eje Z genera una superficie de revolución 
que se vería como la Fig 17 
x
y
z
 
Fig 17: Toro con dos de sus circunferencias perfiles 
 
La ecuación cartesiana de esta superficie de revolución es 
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(2𝑎 − √𝑥2 + 𝑦2)
2
+ 𝑧2 = 𝑎2 
3 
 
Según[8], Si consideremos el plano 𝑥 = 𝑎 , y reemplacemos este valor en la ecuación (3), 
entonces tenemos: 
 
(2𝑎 − √𝑎2 + 𝑦2)
2
+ 𝑧2 = 𝑎2 
4 
Si elevamos al cuadrado la ecuación (4) se tiene: 
   5𝑎2 + 𝑦2 − 4𝑎√𝑎2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2  5 
 
Arreglando ecuación (5) y elevando al cuadrado se tiene: 
 
( 4𝑎√𝑎2 + 𝑦2)
2
= (4𝑎2 + 𝑦2 + 𝑧2)2 
6 
Desarrollando y simplificando la ecuación (6) llegamos a lo siguiente: 
 (𝑦2 + 𝑧2)2 = 8𝑎2(𝑦2 − 𝑧2) 7 
Esta es una Lemniscata que está inscrita en una circunferencia cuya ecuación es: 
 𝑦2 + 𝑧2 = 8𝑎2 8 
Y el radio de dicha circunferencia es 𝑟 = 2√2𝑎  . 
3.4.1 Ejemplo específico de una Lemniscata en un toro 
 
De la ecuación (7), asignamos el valor 𝑎 = 2 , entonces obtenemos la ecuación  
(𝑦2 + 𝑧2)2 = 32(𝑦2 − 𝑧2) 
Cuya parametrización viene dada por : 
 
 𝑙𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 2) = (2,
4√2 cos 𝑢
1 + sin2 𝑢
,
4√2 cos 𝑢 sin𝑢
1 + sin2 𝑢
)  
9 
Graficando el toro, la lemniscata y el plano que contiene a la lemniscata 
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Fig 18: El toro con la lemniscata y el plano que la contiene 
 
3.4.2 Construcción de Toros de revolución a partir  de lemniscatas que están en toros 
de la forma ( 2R - (x2+y2)1/2 )2+z2=R2 
 
Según [8]. Si tenemos la matriz de rotación alrededor del eje "𝑍".    
𝑟𝑜𝑡(𝑢) = (
cos 𝑢 − sin 𝑢 0
sin 𝑢 cos 𝑢 0
0 0 1
) 
Entonces tendríamos que un toro lemniscatico estaría definido de la siguiente manera:  
𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝑅) = 𝑟𝑜𝑡(𝑢) ⋅ (𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑣, 𝑅))
𝑡
 
La ecuación queda de la siguiente manera 
  𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝑅) = 
(𝑅Cos(𝑢) +
2√2𝑅Cos(𝑣)Sin(𝑢)
1 + Sin(𝑣)2
, −𝑅Sin[𝑢] +
2√2𝑅Cos(𝑢)Cos(𝑣)
1 + Sin(𝑣)2
,
2√2𝑅Cos(𝑣)Sin(𝑣)
1 + Sin(𝑣)2
)  
Con Mathematica definimos primeramente la lemniscata 
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Luego la matriz de rotación en el eje "𝑍".  
 
A continuación el toro lemniscático 
 
Ahora tomamos el valor específico 𝑅 = 1 
 
 
A continuación se muestra el toro para 𝑅 = 1 
 
 
  
Fig 19:Toro lemniscático completo y una porción del mismo toro 
 
3.4.3 Curvas paramétricas en un toro lemniscático, cuando 𝑅 = 1 
Hay dos clases de curvas paramétricas básicas en el toro lemniscático que son importantes, 
porque en escencia generan un mallado que nos da ya una idea de cómo es la superficie,  las 
cuáles son: 
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2.4.3.1 u-parámetricas: 
𝛼(𝑢) = 𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣0, 𝑅) , con 𝑣0 constante 
Para obtener las gráficas de ésta familia primero definimos la curva u – paramétrica y mediante 
el comando Table se generará lo deseado. 
 
Ahora fijamos 𝑅 = 1. 
 
 
 
 
Fig 20: Curvas u- paramétricas del toro, como se observa son circunferencias 
 
3.4.3.2 v-paramétricas 
Análogamente para ésta familia de curvas decimos: 
𝛽(𝑣) = 𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢0, 𝑣, 𝑅) , con 𝑢0 constante 
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Fig 21: Curvas v paramétricas son hojas de lemniscatas 
 
Ahora mostramos las dos familias de curvas en simultáneo 
 
 
Fig 22: Curvas u y v paramétricas vistas en simultáneo 
 
3.4.4 La curvatura Gaussiana del 𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝑅) 
La curvatura gaussiana para un toro lemniscático de la forma 𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝑅) se obtiene 
mediante el miniprograma desarrollado en el capítulo 2 de la siguiente manera: 
Primeramente consideremos  el toro lemniscatico y calculemos su curvatura gaussiana 
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Fig 23: Curvatura gaussiana del 𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝑅) 
 
Para el toro de la forma 𝑇𝑜𝑟𝑜((𝑢, 𝑣), (𝑎, 𝑏)) tenemos que la curvatura gaussiana es 
 
La gráfica la presentamos para el caso 𝑎 = 4 ; 𝑏 = 2 
 
 
Fig 24: Curvatura gaussiana de un toro  
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Merece hacer un comentario respecto a la curvatura gaussiana, ella permite clasificar a las 
superficies en forma local; es decir, solamente en la vecindad de un punto en la superficie. Sin 
embargo en la Fig 23 y Fig 24 se observa la similitud del comportamiento de ambos toros 
analizados en forma global, a pesar que las ecuaciones sean muy diferentes. 
3.4.5 Algunas curvas especiales en 𝑇𝑜𝑟𝑜𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝑅) 
 
Podemos definir algunas curvas especiales en el toro lemniscático de la siguiente forma: 
 𝛾(𝑡, (𝑎1(𝑡), 𝑎2(𝑡)), 𝑅) = 𝑇𝑜𝑟𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝑅)/. { 𝑢 → 𝑎1(𝑡), 𝑣 → 𝑎2(𝑡)} (10) 
Se debe entender que se cambiarán los parámetros 𝑢, 𝑣  por las funciones contínuas   
𝑎1(𝑡), 𝑎2(𝑡), respectivamente.  
La ecuación (10) en Mathematica quedaría así: 
 
Por ejemplo si tenemos las siguientes funciones  𝑢(𝑡) = arcsin 𝑡  ;   𝑣(𝑡) = arccos 𝑡 
  
 
Obtenemos la curva de tipo irracional, como se ve puede observar no depende de ninguna 
función trigonométrica.  Se muestra la gráfica: 
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Fig 25: Curva irracional  (t,(arcsin t, arccos t),2) 
 
Definimos otra curva más sencilla teniendo en cuenta 𝑢(𝑡) = 2𝑡  𝑣(𝑡) = 𝑡 
 
 
 
  
Fig 26: Otra curva en el  (t,(2 t, t),2) 
 
Podemos visualizar las proyecciones de esta curva Fig 26 en los tres planos básicos de una 
manera muy sencilla con el Mathematica. 
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Fig 27: Proyecciones en el plano de la Fig 26 
 
Como se observa en la Fig 27:     
 La curva que está de color morada es la proyección de la curva en el plano 0X  , se 
observa que hay simetría respecto al origen de coordenadas. 
 La curva de color rojo es la proyección de la curva en el plano 0Y  ,tiene una simetría 
respecto al eje horizontal. 
 Finalmente la curva de color verde, es la proyección en el plano 0Z   tiene una 
simetría respecto al eje horizontal. 
La curvatura y la torsión la tenemos a continuación: 
 
 
 
46 
 
 
Fig 28: La curvatura de  (t,(2 t, t),2) 
 
La torsión de la curva anterior se calcula mediante 
 
Y el resultado es: 
 
Su grafica de la torsión es:  
 
 
Fig 29: Torsión de  (t,(2 t, t),2) 
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Ahora presentamos algunas proyecciones de la curva 𝛾(𝑡, (2𝑡, 17𝑡), 2) la cuál es más 
complicada, usando el Mathematica  
 
 
 
 
 
Fig 30: Dos vistas de la curva  (t,(2 t,17 t),2) 
 
A continuacion observamos las simetrías en los planos  
 
 
Fig 31: Proyecciones de la curva  (t,(2 t,17 t),2) 
 
De la Fig 31 podemos inferir por simple observación 
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 La curva que está de color azul  es la proyección de la curva en el plano 0X  , se 
observa que hay simetría respecto al origen de coordenadas. 
 La curva de color celeste es la proyección de la curva en el plano 0Y   tiene una 
simetría respecto al eje horizontal. 
 Finalmente la curva de color rojo que es la proyección en el plano 0Z   tiene una 
simetría respecto al eje horizontal. 
La curvatura de 𝛾(𝑡, (2𝑡, 17𝑡), 2) 
 
 
La gráfica de la curvatura de 𝛾(𝑡, (2𝑡, 17𝑡), 2)  
 
 
Fig 32: Gráfica de la curvatura de la curva  (t,(2 t,17 t),2) 
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La torsión de ésta curva viene dada por: 
 
 
La gráfica de la torsión se obtiene mediante: 
 
 
Fig 33: Gráfica de la torsión de la curva  (t,(2 t,17 t),2) 
 
A continuación presentamos la curva 𝛾(𝑡, (𝑡, 5𝑡), 2) 
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Fig 34: Gráfica de la torsión de la curva  (t,( t,5 t),2) 
  
 
 
Fig 35: Proyecciones de la curva  (t,( t,5 t),2) 
 
De la Fig 35 se deduce 
 La curva de color rojo es la proyección de la curva en el plano 0X   tiene una 
simetría respecto al eje horizontal. 
 La curva de color celeste es la proyección de la curva en el plano 0Y   tiene una 
simetría respecto al origen. 
 Finalmente la curva de color verde que es la proyección en el plano 0Z   tiene una 
simetría respecto al eje vertical. 
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3.5 Generación de toros con lemniscatas en forma general 
 
Lo que sigue a continuación en la generalización de toros lemniscáticos, para ellos definimos en 
forma genérica la ecuación de la lemniscata que no dependa de nada, con respecto al toro de 
revolución, generado por circunferencias. 
Esto tiene sus ventajas con respecto al escoger los valores de unas constantes que para efecto del 
tema lo llamaremos 𝐴 y 𝐵. 
 
3.5.1 Definición de toros Lemniscáticos en forma general  
Ahora vamos a definir la lemniscata en forma general, donde 𝐴 y 𝐵 son números reales fijos y 
positivos. Una lemniscata estaría dada por una ecuación de la siguiente forma: 
𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠𝑐𝑎𝑡𝑎(𝑣, 𝐴, 𝐵) = (𝐵,
𝐴 cos 𝑣
1 + sin2 𝑣
,
𝐴 cos 𝑣 sin 𝑣
1 + sin2 𝑣
) ;   0 < 𝑣 < 2𝜋 
 
La cuál descansa en el plano 𝑥 = 𝐵  y además ésta lemniscata está inscrita en la circunferencia 
que está en el mismo plano y tiene de radio el valor de 𝐴. 
Esto lo corroboramos con el Mathematica  de la siguiente manera: 
 
 
Esto se muestra en la Fig 36. 
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Se observa en la Fig 37 
 
Fig 36: Lemniscata inscrita en su circunferencia 
 
 
Fig 37: Plano donde descanza la lemniscata y su 
circunferencia inscrita 
 
 
Fig 38: Lemniscata y circunferencia contenidas en un plano 
 
 El Toro Lemniscático Generalizado (TLG) se define por: 
𝑇𝑜𝑟𝑜𝐺𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠(𝑢, 𝑣, 𝐴, 𝐵) = 𝑅𝑜𝑡(𝑢) ⋅ (𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠𝑐𝑎𝑡𝑎[𝑣, 𝐴, 𝐵])𝑡; 0 < 𝑢 < 2𝜋,−
𝜋
2
< 𝑣 <
𝜋
2
 
Si efectuamos el producto matricial tenemos la siguiente ecuación:  
𝑇𝑜𝑟𝑜𝐺𝐿𝑒𝑚𝑛𝑖𝑠((𝑢, 𝑣), (𝐴, 𝐵))  
= (𝐵 cos 𝑢 −
𝐴 cos 𝑣 sin𝑢
1 + sin2 𝑣
, 𝐵 sin𝑢 +
𝐴 cos 𝑣 cos 𝑢
1 + sin2 𝑣
,
𝐴 cos 𝑣 sin 𝑣
1 + sin2 𝑣
) 
53 
 
La cuál representa la ecuación de  un Toro Lemniscático Generalizado  la que de la 
denominaremos  (TLG). 
Mostramos a continuación algunos toros lemniscáticos generalizados. 
 
 
 
 
 
Fig 39: El ToroGlemnis((u,v),(12,8)) 
  
Mostrando todo junto se tiene: 
 
 
Fig 40: El toro y el plano que lo contiene a la lemniscata con su circunferencia circunscrita 
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Una manera de visualizar la curva perfil que genera al toro lemniscático es dada en el siguiente 
comando: 
 
 
 
Fig 41: Vista de la curva perfil del toro lemniscático generalizado 
 
Otro TLG lo mostramos a continuación: 
 
 
Fig 42: El ToroGlemnis((u,v),(2,1)) 
 
Se observa claramente en la Figura 42 un lazo de la lemniscata de forma inobjetable. 
 
3.6 Curvas en el TLG 
 
Definimos curvas en el toro lemniscático generalizado de la siguiente manera: 
Ctlg((𝑢, 𝑣), (𝐴, 𝐵), (𝛼1, 𝛼2), t) = ToroGLemnis[(𝑢, 𝑣), (𝐴, 𝐵)]/. {𝑢 → 𝛼1, 𝑣 → 𝛼2} 
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Con el Mathematica se define de la siguiente forma 
 
Luego obtenemos una curva en forma particular para los valores de 𝐴 = 2 ; 𝐵 = 1 
 
 
Su gráfica de ésta curva, la mostramos a continuación: 
 
   
Fig 43: la curva Ctlg((u,v),(2,1),(2t,3t),t) 
 
Luego se muestra a dicha curva enroscándose en su TLG 
 
 
 
Fig 44: El toro de la Fig 41 con la curva de la Fig 43 en simultáneo 
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Veamos las simetrías que se observan en la siguiente figura 
 
 
Fig 45: Simetrías de la curva de Fig 43   
De la Fig 45 se deduce: 
 La curva de color rojo es la proyección de la curva en el plano 0X  tiene una 
simetría respecto al origen de coordenadas. 
 La curva de color celeste es la proyección de la curva en el plano 0Y   tiene una 
simetría respecto al eje horizontal. 
 Finalmente la curva de color azul que es la proyección en el plano 0Z   tiene una 
simetría respecto al eje horizontal. 
A la curva anterior le podemos encontrar el campo vectorial binormal y apreciarla en el toro 
lemniscático generalizado tal como lo describiremos a continuación. 
Para ello primero construimos una tabla que muestra los puntos iniciales del campo vectorial a 
la curva 
 
A continuación se calcula la velocidad en forma genérica 
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En seguida se construye la tabla que nos da la velocidad en puntos específicos 
 
También calculamos la aceleración en forma genérica 
 
 
Para estar en concordancia con la tabla de la velocidad se construye  otra para la aceleración 
 
Teniendo en cuenta las dos tablas anteriores se construye el campo vectorial normal a la curva 
en cuestión y luego lo normalizamos. 
 
 
Luego mostramos el comando que solamente nos permite visualizar el campo vectorial normal a 
la curva 
 
Y para vizualisarlos  
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Fig 46: El campo vectorial binormal de la curva Ctlg((u,v),(2,1),(2t,3t),t) 
 
Para tener la imagen del toro lemniscático, la curva y el campo vectorial binormal lo obtenemos 
mediante: 
 
 
Fig 47: Toro, curva y su campo vectorial binormal 
  
3.7 La curvatura gaussiana de los toros lemniscáticos generalizados 
 
 La curvatura gaussiana de un toro lemniscático generalizado lo obtenemos mediante  
 
 
Obtenemos para un caso particular 𝐴 = 2;𝐵 = 1 
59 
 
 
 
Y su gráfica lo obtenemos mediante 
 
 
Fig 48: Gráfica de la Curvatura Gaussiana del ToroGLemnis((u,v),(2,1)) 
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CAPÍTULO IV 
 
Toros construidos a partir de la curva del ocho 
 
Así como hay toros construidos a partir de circunferencias y lemniscatas las cuáles tienen 
curvatura constante y torsión nula, si éstas estuvieran en el espacio tridimensional, también 
podemos generar toros a partir de la curva del ocho la cuál también en el espacio tiene curvatura 
no constante y torsión nula.  
Naturalmente a partir de ésta nueva ecuación podemos construir curvas tanto espaciales como 
planas, debido a la proyección que se pueden hacer respecto a los tres planos.  𝑋 = 0;  𝑌 =
0;  𝑍 = 0  y también observar las simetrías que puedan tener, tal como lo corrobaremos en lo 
que sigue del siguiente capítulo.  
Así mismo  la curva lemniscatica como la curva del ocho son curvas cerradas no simples, es 
decir tienen punto de intersección. 
4.1 Definición de curva del ocho en coordenadas paramétricas 
 
Una curva del ocho se define mediante la siguiente ecuación: 
𝐶𝑢𝑟𝑂𝑐ℎ𝑜(𝑢, 𝑎) = 𝑎(sin𝑢 , sin 2𝑢) 
Con el Mathematica se define mediante 
 
Lo graficamos con el Mathematica, para el caso particular cuando 𝑎 = 1 
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Fig 49: La curva del ocho 
 
Esta curva del ocho esta inscrita en una circunferencia; como lo verificamos continuación,  en 
efecto, definamos con Mathemática la siguiente función: 
 
A continuación derivamos la función 
 
 
Igualamos a cero y lo resolvemos con el Mathematica 
 
 
Escogemos la solución particular 𝑡 = 𝜋 − arctan√
5
3
  , la cuál será el punto crítico. 
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Calculamos la segunda derivada  
 
 
Lo evaluamos en el punto crítico 
 
 
como el resultado es negativo la función dist alcanza su máximo en el punto crítico 
𝑡 = 𝜋 − arctan√
5
3
 
calculamos las coordenadas de dicho punto 
 
 
Calculamos el radio de la circunferencia 
 
 
Luego la ecuación de la circunferencia es: 
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Fig 50: La circunferencia  
 
Mostramos la circunferencia junto con la curva del ocho y observamos claramente que tienen 
cuantro puntos comunes. 
 
𝐶𝑢𝑟𝑂𝑐ℎ𝑜(𝑢, 𝑎) = 𝑎(sin𝑢 , sin 2𝑢) 
 
Fig 51: La curva del ocho inscrita en su circunferencia 
 
4.2 Posición de la curva del ocho para que genere un toro de revolución 
 
Naturalmente así como lo tenemos en la figura anterior es imposible generar un toro de 
revolución, para ello necesitamos hacer una nueva definición que involucre la tercera 
dimensión, de la siguiente manera: 
𝐶𝑢𝑟𝑂𝑐ℎ𝑜(𝑡, 𝑎, 𝑏) = (𝑏 sin 𝑡, 𝑎, 𝑏 sin 2𝑡) 
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Graficando la curva del ocho y la circunferencia donde está inscrita la curva del ocho 
 
 
 
 
 
Fig 52: El toro del ocho en 3D 
 
 
Fig 53: La circunferencia en 3D 
 
Graficamos el plano 
  
Fig 54: El plano en 3D 
 
Mostramos Curva del ocho , circunferencia y el plano que los contiene 
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Fig 55: La curva del ocho, la circunferencia y el plano que los contiene 
 
4.3 Generación de toros de revolución con curvas del ocho 
 
Ahora bien, a la curva del ocho que tenemos en la tercera dimensión descansando en el plano lo 
vamos hacer rotar alrededor del eje "𝑍". y obtendremos el toro deseado. 
La definición la construimos con el Mathematica 
 
Y la ecuación obtenida es: 
 
 
Evidentemente esta ecuación es más simple que la del toro lemniscático. 
A continuación graficamos este toro 
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Fig 56: El toro generado por la curva del ocho 
 
Mostramos a continuación todos los objetos involucrados en la presentación del toro 
 
  
Fig 57: El toro generado por la curva del ocho junto con 
el plano que contiene a la curva que genera al toro 
 
4.4 La ecuación cartesiana del toro del  ocho 
 
Para obtener la ecuación cartesiana del toro del ocho, hacemos lo siguiente: 
𝑥 = −𝑎𝑆𝑖𝑛(𝑢) + 𝑏𝐶𝑜𝑠(𝑢)𝑆𝑖𝑛(𝑣) 
𝑦 = 𝑎𝐶𝑜𝑠(𝑢) + 𝑏𝑆𝑖𝑛(𝑢)𝑆𝑖𝑛(𝑣) 
𝑧 = 𝑏 𝑆𝑖𝑛(2𝑣) 
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Haciendo los cálculos respectivos, la ecuación cartesiana del toro de revolución es: 
4(𝑏2 + 𝑎2 − 𝑥2 − 𝑦2)(𝑥2 + 𝑦2 − 𝑎2) = 𝑧2𝑏2 
Grafica del toro del revolución para los valores de 𝑎 = 1/2 , 𝑏 = 2. 
 
 
Fig 58: El toro generado por la ecuación  
cartesiana de la curva del ocho 
 
4.5 El Campo vectorial normal al toro del ocho 
 
Para obtener el campo vectorial normal al toro en la curva del ocho, primeramente encontramos 
las velocidades parciales de las curvas u- paramétricas y de las v-paramétricas. 
 
  
Calculamos el campo vectorial normal a la curva 
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Haciendo uso del mathematica graficamos dicho campo vectorial, para ello definimos los 
puntos iniciales y los puntos finales de los vectores en cuestión. 
 
 
 
 
Fig 59: El campo vectorial del toro generado por la curva del ocho 
 
Finalmente lo mostramos al toro del ocho junto con su campo 
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Fig 60: El campo vectorial del toro generado por la curva del ocho 
 
4.6 Curvas de  toros con curvas del ocho 
  
Para generar curvas dentro de un toro con curvas del ocho se tiene que definir en forma análoga 
a lo que definimos en lo referente a los toros lemniscáticos. 
𝐶𝑡𝑜𝑐ℎ𝑜 (𝑡, (𝑢, 𝑣), (𝑎, 𝑏), (𝑎1 (𝑡), 𝑎2(𝑡))) = 𝑇𝑜𝑟𝑜𝑂𝑐ℎ𝑜((𝑢, 𝑣), (𝑎, 𝑏)). {𝑢 → 𝑎1(𝑡), 𝑣 → 𝑎2(𝑡)} 
Donde {𝑢 → 𝑎1(𝑡), 𝑣 → 𝑎2(𝑡)} significa que en la ecuación del toro con la curva del ocho los 
párametros 𝑢, 𝑣  tienen que ser reemplazados por 𝑎1(𝑡), 𝑎2(𝑡), en ese orden.  También debemos 
considerar curvas 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡))  regulares de tal suerte que la curva que obtengamos 
también sean regulares; es decir, no se anulen la primera derivada de la curva respecto al 
parámetro t . 
A continuación pasamos a definir en Mathematica la curva en forma general. 
 
Fijamos valores para  𝑎 =
1
2
, 𝑏 = 2  y obtenemos con el Mathematica  
 
Mostramos a continuación dos vista de la gráfica de la 𝐶𝑡𝑜𝑐ℎ𝑜(𝑡, (𝑢, 𝑣), (1/2,2), (𝑡, 𝑡)) 
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Fig 61: Dos vistas de la curva Ctocho(t,(u,v),(1/2,2),(t,t)) 
 
De la Fig-61 la curva que aparece a la izquierda da la sensación de que tuviera puntos de 
intersección; sin embargo, la curva adyacente que en el fondo es la misma pero vista desde otro 
ángulo, prueba gráficamente que no hay intersección. 
 
 
Fig 62: Toro con curva del ocho y la curva Ctocho(t,(u,v),(1/2,2),(t,t)) 
 
Observemos sus proyecciones  
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Fig 63: Proyecciones de la curva Ctocho(t,(u,v),(1/2,2),(t,t)) 
 
 La curva que está de color azul  es la proyección de la curva en el plano 0X  , se 
observa que hay simetría respecto al eje horizontal. 
 La curva de color rojo es la proyección de la curva en el plano 0Y  , tiene una 
simetría respecto al origen. 
 Finalmente la curva de color lila que es la proyección en el plano 0Z   tiene una 
simetría respecto al eje vertical. 
Ahora veamos como es la ecuación de la torsión: 
 
Y la gráfica lo determinamos mediante 
 
 
Fig 64: La gráfica de la curvatura de la curva Ctocho(t,(u,v),(1/2,2),(t,t)) 
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4.7 La Curvatura Gaussiana de los toros con curvas del ocho 
 
De acuerdo con la definición de toro construido con curva del ocho y teniendo en cuenta el 
miniprograma para la ecuación de la curvatura gaussiana tenemos. 
 
 
En el caso particular cuando 1/ 2, 2a b   se obtiene: 
 
Y la gráfica es: 
 
 
 
 
Fig 65: Curvatura Gaussiana del Ctocho(t,(u,v),(1/2,2),(t,t))  
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CAPÍTULO V 
Construcción de toros a partir de curvas espaciales con curvatura no constante y 
torsión no nula 
 
 
Hasta el momento hay situaciones muy evidentes que las ecuaciones como la circunferencia y la 
curva de ocho tienen cualidades particulares desiguales, como que la curvatura de la 
circunferencia es constante, pero la de la lemniscata no es costante, sin embargo hay un hecho 
que si le es común a ambas, tienen la torsión  nula, esto significa que descansan en un plano, 
llamado plano osculador.  
5.1 Construcción de toros a partir de la ecuación (t,(b1(t),b2(t)),R) 
 
La ecuación (10) de la pág 43 desarrollada, tiene en cuenta que 𝑢 = 𝑏1(𝑡) , 𝑣 = 𝑏2(𝑡) y asistido 
por el  Mathematica: 
Tiene en general la siguiente forma: 
 
Donde las funciones  
𝑢 = 𝑏1(𝑡) , 𝑣 = 𝑏2(𝑡) 
 Tienen que ser continuas y diferenciables  de tal modo que la curva obtenida también conserve 
esas propiedades. 
 
 
5.1.1 La curvatura de (t,(b1(t),b2(t)),R) 
 
Teniendo en cuenta la fórmula del capítulo I, para calcular la curvatura con el Mathematica 
obtenemos lo siguiente: 
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Y el resultado es: 
 
 
 
5.1.2 La torsión de (t,(b1(t),b2(t)),R) 
 
Teniendo en cuenta la fórmula para calcular la torsión en el capítulo I, con el Mathematica 
tenemos lo siguiente: 
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Ahora, si asumimos que 𝑏1(𝑡) = arccos 𝑡 ;  𝑏2(𝑡) = arcsin 𝑡 , como caso particular 
 
 
 
 
Lo primero que se observa es que tenemos una curva con ecuaciones irracionales 
 
 
 
 
Fig 66: Gráfica de la curva  (t,(arccos t ,  arcsin t),1) 
 
Si calculamos la curvatura tenemos 
 
 
Y de  la gráfica se observa inmediatamente que la curvatura no es constante. 
En seguida graficamos la curvatura: 
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Fig 67: Gráfica de la curvatura de  (t,(arccos t ,  arcsin t),1) 
 
Ahora calculamos la torsión: 
 
 
 
 
Fig 68: Gráfica de la torsión de  (t,(arccos t ,  arcsin t),1) 
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5.1.3 Generación del toro con la curva (t,(arccos t , arcsin t),R) 
 
Para obtener un toro con esta curva tenemos que usar  
 
 
Al ejecutar lo anterior se obtiene la siguiente ecuación paramétrica: 
 
 
Obteniendo 
 
Fig 69: Gráfica del toro generado por  (t,(arccos t ,  arcsin t),1)  
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A continuación se muestra el código que anima al toro generado por la curva con curvatura y 
torsión no nula. 
 
 
 
 
 
 
Fig 70: Cuatro momentos del toro generado por  (t,(arccos t ,  arcsin t),1) 
 
Si calculamos la curvatura gaussiana con el Mathematica  
 
 
 
 
 
Y la gráfica se obtiene con: 
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Fig 71: Curvatura Gaussiana del toro generado por  (t,(arccos t ,  arcsin t),1) 
 
 5.1.4 Generación de toro con la curva (t,(t,t)),R) 
 
Como es de esperar seguimos la misma técnica, la ecuación de la curva vista en forma extensiva 
se tiene: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig 72: Dos vistas de las gráfica de la curva   (t,( t , t),1) 
 
El cálculo de la curvatura lo obtenemos mediante: 
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La gráfica de esta curvatura se muestra por: 
 
 
Fig 73: Gráfica de la curvatura de la curva  (t,( t , t),1) 
 
Se observa claramente que ésta curvatura no es constante. 
Para calcular la torsión: 
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La gráfica de esta torsión:  
 
 
Fig 74: Gráfica de la torsión de la curva  (t,( t , t),1) 
 
Se deduce rápidamente que ésta torsión no es constante. Ahora generamos el toro de revolución 
con la curva 𝛾(𝑡, (𝑡, 𝑡), 𝑅).  
Como ya es habitual definimos al toro de la siguiente forma 
𝑇𝑜𝑟𝑜𝐶𝑇𝑁𝐶(𝑢, 𝑡, 𝑅) = 𝑅𝑜𝑡(𝑢). 𝛾(𝑡, (𝑡, 𝑡), 𝑅)𝑡 
Con el Mathematica queda de la siguiente manera 
 
Para el caso particular cuando 𝑅 = 1, tenemos que: 
  𝑇𝑜𝑟𝑜𝐶𝑇𝑁𝐶(𝑢, 𝑡, 1) = (cos 𝑡 cos 𝑢 (1 +
4√2 sin 𝑡
−3+cos 2𝑡
) − (sin 𝑡 +
2√2 cos2 𝑡
1+sin2 𝑡
) sin 𝑢 ,
√2cos[𝑢]+√2cos(2𝑡+𝑢)−
1
2
(−3+cos2𝑡)sin(𝑡+𝑢)
1+sin2 𝑡
 ,
√2 sin2𝑡
1+sin2 𝑡
)   
 
Y el gráfico se logra mediante 
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Fig 75: Gráfica del toro generado por  (t,( t , t),1) 
 
Ahora se muestra el comando de la animación del toro generado por γ(t) = (t, (t, t),1). 
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Fig 76: Cuatro momentos del toro generado por  (t,( t , t),1) 
 
 
Calculamos luego la Curvatura Gaussiana 
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Fig 77: Curvatura Gaussiana del toro generado por  (t,( t , t),1) 
 
5.1.5 Contruccion de curvas en toros generados por curvas con curvatura no constante 
y torsión no nula. 
 
Primeramente construyamos curvas a partir del toro generado ppor (t,(arccos t , arcsin t),R).  el 
cual es: 
ToroCTNC(𝑢,𝑡) = Rot[𝑢]. 𝛾[𝑡, {𝑡, 𝑡},1] 
Y la curva la definimos del siguiente modo 
 
Luego encontramos la curva para 𝛼(𝑡) = (𝑡, 2𝑡) y 𝑅 = 1. 
 
El grafico lo obtenemos asi 
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Fig 78: Gráfica de la curva curvCTNC((t,2t),s) 
 
 
 
Fig 79: Proyecciones  de la curva curvCTNC((t,2t),s) 
 
 La curva de color verde  es la proyección de la curva en el plano 𝑋 = 0, se observa que 
hay simetría respecto al eje vertical. 
 La curva de color lila es la proyección de la curva en el plano 𝑌 = 0, tiene una simetría 
respecto al eje vertical. 
 Finalmente la curva de color amarillo que es la proyección en el plano 𝑍 = 0 tiene una 
simetría respecto al origen de coordenadas. 
 
 
 
87 
 
Finalmente encontramos la curva para 𝛼(𝑡) = (𝑡, 3𝑡) y 𝑅 = 1. 
 
 
 
 
Fig 80: Proyecciones de la curva curvCTNC((t,3t),s) 
 
 La curva que está de color amarillo fluorecente  es la proyección de la curva en el 
plano 𝑋 = 0, se observa que hay simetría respecto al origen de coordenados. 
 La curva de color verde es la proyección de la curva en el plano 𝑌 = 0, tiene una 
simetría respecto al eje horizontal. 
 Finalmente la curva de color anaranjado que es la proyección en el plano 𝑍 = 0 tiene 
una simetría respecto al eje horizontal. 
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RESULTADOS 
 
1. Se pudo construir toros de revolución a partir de lemniscatas de Bernoulli y curvas del 
ocho inscritas en una circunferencia. Para ello primero probamos la presencia de la 
lemniscata en el toro de revolución, luego a partir de una hoja lemniscatica generamos 
toros. Estos toros se asemeja con la construcción hechas por Iglesias, R. Velezmoro and 
R. Ipanaqué, en su artículo Parameterization of Some Surfaces of Revolution Through 
Curvature-Varying Curves: A Computational Analysis (2013). Todo esto se relaciona 
con la definición dada por O’Neill, B. en su libro Elementary Differential Geometry 
(1997). 
 
2. Logramos obtener las ecuaciones paramétricas del toro lemniscático y del toro del ocho 
mediante el cálculo del producto matricial de la matriz de rotación por la curva 
lemniscata y curva del ocho respectivamente, generando así las ecuaciones paramétricas 
de estos toros de revolución, esta construcción se asemeja a las construcciones hechas 
por Iglesias, R. Velezmoro and R. Ipanaqué, en su artículo Parameterization of Some 
Surfaces of Revolution Through Curvature-Varying Curves: A Computational Analysis 
(2013). Todo esto se relaciona con la definición dada por O’Neill, B. en su libro 
Elementary Differential Geometry (1997). 
 
3. Se pudo encontrar la ecuación cartesiana del toro del ocho, para ello parametrizamos la 
ecuación del toro generado por la curva del ocho, el cuál es un nuevo resultado que no 
se encuentra en la publicación hecha por A. Iglesias, R. Velezmoro and R. Ipanaqué, en 
su artículo Parameterization of Some Surfaces of Revolution Through Curvature-
Varying Curves: A Computational Analysis (2013). 
 
4. Se pudo construir los toros de revolución a partir de curvas espaciales con curvatura no 
constante y torsión no nula. Para ello primero encontramos curvas especiales generados 
89 
 
por toros lemniscáticos, la que nos permite establecer curvas espaciales que nos genera 
el toro de revolución, probando asi que su curvatura y torsión son no constantes. Estos 
toros se asemeja con la construcción hechas por Iglesias, R. Velezmoro and R. Ipanaqué 
en su artículo Symbolic Computational Approach to Constructa 3D Torus Via 
Curvature. Todo esto se relaciona con la definición dada por los mismos autores 
mencionados anteriormente (2013). 
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CONCLUSIONES 
 
1. Se demostró la presencia de lemniscatas de Bernoulli en toros de revolución. 
2. Se generalizó la generación de toros para lemniscatas arbitrarias. 
3. Pudo construirse curvas espaciales a partir de las lemniscatas, y observar sus simetrías, 
teniendo en cuenta la proyección de la misma respecto a los planos coordenados. 
4. Se construyó toros a partir de la curva del ocho en el espacio con curvatura y torsión no 
constante, además se pudo construir curvas especiales y observar sus simetrías, teniendo 
en cuenta la proyección de la misma respecto a los planos coordenados. 
5. Se encontró la ecuación cartesiana general de los toros generados por la curva del ocho. 
6. Se construyó los toros a partir de curvas espaciales con curvatura y torsión no nula. 
7. Se observó que los toros generados con lemniscatas tiene un comportamiento similar en 
cuanto a flexibilidad en las dirección de cualquier punto con respecto a Toros generados 
con circunferencias. 
8. Los toros generados con curvas del ocho tienen un comportamiento no similar con 
respecto a toro generados por circunferencias. 
9. Se interpretó las simetrías existentes en  los toros a partir de curvas espaciales con 
curvatura y torsión no nula, teniendo en cuenta la proyección de la misma respecto a los 
planos coordenados. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
91 
 
RECOMENDACIONES 
 
1. Realizar un estudio similar de toros e hiper toros en la cuarta dimensión utilizando la 
Lemniscata de Bernoulli y Curva del Ocho. 
 
2. Incluir la construcción de las ecuaciones paramétricas del toro lemniscático y toro del 
ocho en el curso de geometría diferencial. 
 
3. Estudiar otras propiedades de las proyecciones de las curvas especiales en el Toro 
Lemniscático Generalizado.  
 
4. Ver una posible aplicación de los toros con la curva del ocho en la construcción de 
cámaras para bólidos.  
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